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Zusammenfassung

Zur thearatischén Erklirung der Atmosphdren- und Windstruk-
tur vor Wolf- Fayet- Stermen ist es notwendig, leistungsfa-
hige Computcrprogrampme zu entwickeln. Diese Modelle milssen
aufgrund der besonderen Merkmale, wie =z.B. dem hohen
Massenverlust, den aufergewshnlichen Elementhiufigkeiten
und den hohen Tonisationszustirder, eire Reihe von Effekten
berticksichtigen: Sphirisch symmetrischen Strahlungstrans-
port f£ar ein bewegtes Medium, explizite Bericksichtigung
der Opazitdten der CHNO- Elemente, Abweichungen vom lokalen
thermod ynamischen Gleichgewicht wund von einer hydrostati-
schen Dichteschichturg.

In dieser Arbeit wird eine Methode zur numerischen
Ldsung des Randwertproblems bei Systemen linearer Differen=-

o3 tialgleichunger erster Ordnung vorgestellt und auf das Pro-
blem des sphidrischen Strahlungssiransportes in einem beweg-
ten Medium arngewendet. Durch die geeignete Wahl der Winkel-
diskretisierung kénnen Fehler, wie sie bei vergleichtaren
Verfahren auftreten, vermieden werden. Dieses Verfahren er-
scheint fir die Modellberechnung von Wolf-= Rayet—- Sterpat-
mosph3ren besonders ceeignet zu seirn.

Im Anhang sind Atcmdaten der fiir die Wolf- Rayet- Sterne
wichtigen Stickstoffionen K IYXI = N V zusampengestellt. Sie
steller die Grundlage fir das L&ser der statistischen Glei-
chungen und damit fdr die Berlcksichtiqung wvon non=- LTE-
Bffekten bei Mocdellatmosphiren dar.
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1. Eipleitung

Im Jahr 1867 endeckten die beiden franzodsischen Astronomen C.J.E. Holf
und €. Bayet erstmals Vertreter einer Sternklasse, die spiter nach ihren
beiden Entdeckern benannt wurde. Die auffilligen Emissionslinienspektren
deuteten darauf hin, daf die Wolf- Rayet- Sterne (Abk.: HE- Stermne) eirne
auBer gewshnliche Atmosph@renstruktur haber und sich in eirem bemerkemns-
werten Entwicklungsstadium befinden. Sie waren in der vergangenen 2
Jahrzehnten wiederholt Cegerstand irtersiver Forschung, cachdem der Um-
fang an aussagefihigem Becbachturgsmaterial zugenommen hat und auch die
Theorie der Sternatmosphbaren einige Fortschritte machte. Die Interratio-
pal Astrovomical Union (IRU) hat bereits zwel ihrer Symposien dieser
Sternklasse gewidmet(Bappu 1973, de Loore und Willis 1982} ; der Sympo-
siumsband der letzten Tagurg ist dabei eine gute Zusammenfassung der
neueren Forschurgsergebnisse und der mopentanen Kenntnisse Gber das ¥E-

" ILADCEeD.

1. 1. Das ¥Woilf-Rayet- Pharnomen

Bei Wolf- Rayet- Sternen handelt es sich im allgemeinen um sehr leucht-
starke und scheinkar heipe stellare Objekte. Das charakteristische Merk-
mal dieser Sternklasse ist im optischen urd nuvltravioletten Spektralbe-
reich ein Kontinuumsspe ktrum eines O- oder B~ Sternes, das von sehr
starken urd breiten Emissionslinier iikerlagert ist. Die Emissionslinien
zeigen teils abgeflachte, teils abgerundete oder typische P- Cygni- Pro-
file (sieke Kapitel 1.4.) und stammen hauptsichlich von den hochioni-
sierten Elementen Helium, Kohlensteff, Stickstoff und Sauerstoff. Die
Form nurpd die Breite der Linien deuten darauf hin, dad sie in einem Be-
reich des Sterres gebildet werder, der von e€inem sehr groBen Mascenver-
lust gekennzeichnet ist urd méglicherweise vor dem Entstehungsgebiet der
Kontituumsstraklurg verschieden ist, Der Massenverlust kommt dabei bis
in der extremen Grifenbereich von 10 ~° H@{rr-{siehe Kapitel 1.5.). So-
vohl seine Ursache als auch die Sternentwicklurg, die er sicher maBgeb-
lich beeinflust, sind heute weitgehend ungeklirt. Nicht verstandsn ist
auch eine erhebliche Temgeraturdiskrepanz, die sich aus der Aralyse der

Fontinuumsstrahlung und der Emissiopslinien ergibt. Erschwerend kommt
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hinzu, daB HR- Sterne Ublicherweise keine photosphirischen A bsorptions-
linien zeigen und die Struktur der BA+tmosphére eimnschlieslich der Sterr-

windregion unbekannt ist.
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Abb.1: Typische WR-Spektrer im blauen Spektralbereich (Eitchin,1982)

Insgesamt 159 Exemplare sind im 6. Katalog von galaktischen WR- Ster-
pen (Van der Hucht €t al. 1981) verzeichret. Weitere 100 Sterme gibt es
in der GroBer Magellarschen Wolke und auchk in der Kleirer Magellarschen
Wolke und in M33 =ind einige WR- Sterne als solche erkannt vorden.

WR- Sterne werden anbkand der Spektraleigenschaften klassifiziert
(Smith 1968). Die Kopplung dieser Klassifikation an stellare Parameter,
wie z.B. der Effektivtemperatur, ist eigentlich nicht sinnvoll, da die
Typenunterteilung im wesertlichen nur die JTonisationszustiande im Stern-
wind wiedergibt. Man unterteilt die WE= Sterne heute in 2 grofe Unter-
gruppen: Sterne mit einem ausgepragiem Kohlenstoff~ Emissionslinienspek-
trum rennt man WC- Sterne; dagegen werden Objekte mit starken Emissions-
linien vom Stickstoff als WN- Sterne bezeichnet. Die Klassifikation wird
anhard verschiedener Verhdltnisse von Linienstirken vorgenommer. Eine

tthersicht dazu ist in Tab. 1 zu sehen,
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Tabelle 1a: Klassifikaticnsschema von RF-Sternern
Stickstofflirien Sonstige Merkmale

WN 2 N V schwach oder fehlt He II stark

WH3 H IV << N V, N III schwach o.felhlt

WNY NIV = NV, B III " "
- WH5S ¥ IIT = N IV RV

HR& W III = W IV, N V schwvach

K N7 H III > N IV He I schwach,

N IXI 4640 < Ee IX 4686
W K8 N IITI >> N IV He I starck,
N III 4640 = He II 4686
W N9 N IT1 vorhanden, He I stark,
¥ IV schwach oder fehlt Balmer-Serie schwach
Tabelle 1b: Klassifikaticnsschema von KC-Sternen
Kohlerstofflipien Sauerstofflinien
WCY C III schwach oder fehklt, 0 ¥V maBsig
C IV stark

WCS C III << C IV C IIT €< 0 ¥V

HCE C III << C IV C IIT > 0 ¥

WC7 C IITI £ C IV C I1IT >> 0o V¥

NC8H C III = C IV 0O ¥V schwach oder feklt
#c9 | ¢ 11T > € IV, C II vorhanden ov "

1. 2. EFEeobachtungen von ¥B= Sternen

Von WB- Sternemn liegt.mittlerueile in verschiedenen Spektralbereichen
spektroskopisches urd
fangreichster ist
tailliertere Arbeiten werden in der
al. (1981) zitiert. Smith und Kohi (1981)

10 W= Sternen in

einen

rhotometrisches Becbachtungsrpaterial

Wellenldngenbereich <#wischen 3000

natirlich der opti=sche Spektralbereich abgedeckt, de-
Biblicgraphie von Var der Hucht et
haben eiren Spektralatlas mit
und 6600 A

vVor. Am am=-
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veréffentlicht; ein Atlas mit WC- Sterper soll inm Kirze folgen. Opti-
sche Spektren wvon insgesamt 46 galaktischen #R- Sternen sind bei
Lupdstrédm und Stenholn (1984) =zu finden.

Ricktiger als der optische Bereich ist far die Klasse der WE- Sterre
der OV- Spektralbereich. Das liegt einerseits daran, daB hier die mei-
sten wichtigen Resonanzlinien der CNO- Iconen liegen; andererseits liegt
auch das Maximum der Kontinwumsstrahlung im 0OV- Bereich. Eine furndierte
Abschitzung der spektralen Energieverteilung ist somit npur &it Beobach-
tungsmaterial aus dem UV, wahrscheinlich sogar fernern UV, m&glich.

UV- Spektren von WE- Sternmen gibt es von den Raketenfliigen in den 70er
Jahren (z.B. Burton et al. 1975) und dem Copernicus- Satelliter (Johrtson
1978). _Seit dem Start des Internaticnal Ultraviolet Explorer Satellit
I0E liegen hochaufldsende Spektren zwischen 11502 und 31502 mit ar=0.12
von etwa 20 WB- Sternen vor. Diese Daten wurden hauptsichlich vorn 2.J.
Willis in den letzten Jahren ausgewertet{ Willis 1981, 1982, 1983). Einp
Atlas npiedrigaufgeldster IUE- Spekitren von 15 galaktischen WR= Sterren
~wurde von Nussbaumer et al. (1982) versffentlicht. For die ferre Zukunft
scheirt auch hochauflosende Spektroskopie zwischen 9002 und 11502
wdglich =zuo sein (z.B. Cclumbus= Projekt). Damit wirde ein Spekiralbe-
reich mit wichtigern Linien von N IXII, C III, S IV, P IV ausw,, die zu
einer Bestimmung der genauen Sternwindstruktur notwendig sind, erschlios-
sen werden, Beobachturgen jenseits der H - Kante bei 9123 scheirnen nur
von dem hellen WE- Stern v’ Vel mdglich zu sein, so dasB auch kinftig die
spektrale Energieverteilung im ferren 0OV weitgehend unbekannt bleiber
wird.

HD 151932 WWT SWP433%5 LAFP + LWR3EZ9 LAF
FLUX (18w @]
T

]

T T T ¥

e ArPamtnrt g M
il .|:
1 1 I E
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Abb.2:z UV=Spektrum eines RN7-Sternes (Nussbaumer et al. 1982)
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Abb. 3: IR-Spektrum eine=s WN8-Sterres {Vieux et al. 1583)

Aus dem IR- Bereich 1lieger etliche photcmetrische Messangern (z.B.
Sterken u. deloore 1982) und spektroskopische Daten (¥illiams 1982) vor.
Vreux et al.(1983) haten e€inen spektroskopischen IE- Atlas vor WR- Ster-
nen auf der Stdhalbkugel verdffentlicht. Die IR- Daten sind inshesondere
zur Feststellurng des IR- Exzesses und des daraus abzuleitendern Hassen-
verlustes wichtig. Im Radiobereich wuorden bisher werLiger WE--Sterre beo=-
bachtet, z.B. y2Vel, HD192163 und HD193793 (Horton u. Wright 1979, Flor-
kowski u. Gottesman 1977, Dickel et al. 1980). Allerdings ist seit der
Inbetriebnahme des Very large Arrays mit neuen Radio~ Beobachturger i
der nidchsten Zeit zu rechren (Florkowski 1982).

Seit den Beobachtungen des Einstein- Observatoriums sind auch Réntgen-
messungen verfigbar. Sanders et al. (1982) konnte bei # von 20 beokach=-
teten WR- Sternen Réntgenstrahlurg feststellen.

1.3. Die wichtigsten Sterrparameter

Die absoluten visuellen Helligkeiter won %R- Sternen liegen zwischen M, =
~lhece=B {Seltter . Duerbeck 1982). Sie kcncten fiir Sterne in der Grofen
Magelilanschen Wolken bzw. ir offenen Sternhaufen recht gerau bestimpmt
wverdec. WC- Sterne sind relativ schwach und lieger bei M =-4, wahrend
die WN- Sternme im allgemeiren eine Helligkeit von M,=-6, spite Spektral-
typen sogar bis zu M,==8 besitzen.

Die Sternmasse konnte aus der Analyse der spektroskopischen Radialge-

e

avm
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schvindigkeiten beil Doppelsterner ermittelt werden. Im WE- Katalog von
Van der Hucht et al. (1981) =ind etwa 20 "echte", d.h. nachgeviesene
Doppelsterne mit WR- Komponerte verzeichnet, Einigen Sternen, die
schwache Absorptionslinien zeigen, konnte bisher kein Begleiter rachge-
Wiesen werden; man bezeichnet sie deshalb oft als "WE+abs'"- Sterne. Da
gewdhnlich der Inklinationswinkel bei der Poppelsternbahn unbekannt ist,
kdopnen die Massen nur abgeschitzt werden. Es ergeken sich Werte zwischkaen
10 und 50 B, der Mittelwert liegt bei ungefdhr 20 B 2 (fassey 1981) .
Eine Abhingigkeit der Sternmasse von dem Spektraltyp konnte aufgrund der
geringen Anzahl von WE- UDoppelsternsystemen nicht gezeigt werden.

Zuverlidssige Radioshkestipmunger liegen von dem HCE- Stern ¥° Vel vor.
Der Radius der FKontinuvumsstrahlung bei etwa 4300FA wurde interferome-
trisch mit R=(1743 )R bestimmt; der Fadius, beli dem die Emissionslinien
entstehen (CIII 46502) ist etwa finfmal so grof (Hanbury-Brown et al.
1970). Jenseits dieses Gebietes liegt noch eine Region mit starker Elek—
tIonenstreuung. Radiotecbachtungen, z.E. von V44uCyaqa, lassen daranf
schlieden, daB diese frei-frei- Emisssiorn nock ir einem BRbstand von

14000 R entsteben kann (Seaquist 197€) .

Die Elementhiufigkeiten bei WE- Sternern sirpd durch 2 wesentliche Merk-
male geprdgt: 1. Die Unterh3ufigkeit oder das Fehlen des Wasserstoffes,
und 2. die Hberhidufigkeit der Elemente Kchlenstoff und Stickstoff. Die
Wasserstoff- Eaufigkeitsbestimmung bei WC- Sternen 1ist sehr schwierig,
da die Linien der Pickering- Serie mit vielen starken FKohlenstoffiinien
zusammenfallen. Das (H/He)- Teilchenzahlverhaltris ist, wenn i{iber haupt
bestimmbar, etwa < 0.1. Auch HN- Sterne zeigen eine Wasserstoff- Un-
terhiufigkeit. RAllerdings dist hier eire grésere Bandbreite in den
(H/He}--Werten Zu becbachten: Spite HH; Sterne zeigen relativ viel Has-
serstoff mit (H/He) < 1=2. Die spiter WN- Sterne scheinen somit, auch was
die Emissionslirien angeht, den 0f- Stermem ahnlich zua sein und werden
deshalb auch gerne als Wbergangs- WE- Sterne bezeichnet.

Bei ¥C-° Sternen ist der Kohlenstoff mit stwa {C/He) = 0.8 (Vgl. O-
Sterne: 0.0015) stark iberbiofig, bei WF- Sternen ist (C/He) = 0.004 and
(N/He) ~ 0.07 (Vgl. C= Sterne: 0.001). Das FKohlenstoff- Stickstoff-
verhdltnis liegt bei WN- Sternen bei etwa 10”2 und bei WC- Sternen kei
2 60 (Nugis 1975, Smith 0. Willis 1982).

Die npicht solaren Elementhiufigkeiten weisen auf 2 wichktige Punkte
hin: Einerseits missen Atmosphiarenmodelle dieser Elementzusanmensetzung
Eechnung tragen und die CHO= Ionern acgemessen berilicksichtigen. Anderer-
seits sind die Wasserstoffunterhaufigkeit und die C- und N- Wberhaufig-

keiten wichtige 'Indizien dafir, daB €es sich bei WR- Sterner um ent-




Seite 13

wickelte Objekte hardelt. Die WN- Sterne scheinen sich in einer Entwick-
lungsphase zu befinden, kei der Brennprodukte des CHNO- Zyklus an die
Sternober flache gelangen, wdhrend bei WC- Sternen scheinbar bereits das

He= Erennen eingesetzt hat.

1.4. Die FEmissjionslinjenprofile in WR~ Sternen

In den WE= Spektren tretern verschiedene Emissionslinjenprofile auf: Bb-
geflachte Profile, wie z.EB. die Linie C ITYY 5694 in Abb.4 oder abgerun-
dete Profile wie die C IV~ Linie bei 5805A. Form und Starke der Linien
dndern =sich dabei erheblich mit dem Spekiraliyp des Stermes.

=

SEOS

w0
=
iR

w1

Intensaty

WCE

WCo

abb.4: Emissionslinienprofile bei WC-Sternen (Kitchin 1982)

Bereits in den 30er Jahren versuchte Beals diese Linienformen zu
exklaren: Er deutete die Iiniern mit abgeflachten Profilen als Limnien,
die im optisch dinnen Fall in Gebieten Xonstanter Expansion ({(d.h.
v=const.) gebildet werden. Die abgerucdeten Linier hirgegen entstehen,
ebenfalls optisch dunn., it Gebieter gleichmifiger Beschleunigung. Castor
{1970) koomnte durch Anwendung der Sobolev! schen Entweichwahrscheinlick-
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keitstheorie zeigen, dag leide Profile vertraglich sind mit einem pach
aupen beschleunigendem Geschwindigkeitsgesetz. Die abgerundeten Profile
treten allerdings nach Castor bei optisch dicken Linien auf.

Die von Castor angewendete Sobolev- Theorie ist mittlerwveile ein wich-
tiges Hilfsmittel zur Berechnunq der Linienentsteheng beli WE- Sterrnern
und vergleichbaren Cbjekten und wird beispielsweise auch bei der Bestim-
mung der Elementh#ufigkeiten verwvendet (Smith u. Willis 198%2). Die Sobo-
lev- Theorie geht davon aus, dap die Entweichwahrscheinlichkeit eines
Photons masgeblich von dem Geschwindigkeitsgradienten der ausstrémenden
Materie und somit von der daraus 1Iesultierserden Dopplerverschieburng
abhidngt. Diese vereinfachernde Anmahme ermdglicht es, die Wechselwirkun-
gen zwischen der expandierender Materie und der Strahlung rur noch lokal
zu betrachten. Allerdings kann die Sobolev- Theorie npur fiir die Jugeren
Atmosphirenschichten verwendet werden. Im Inneren, wo die Fadialge-
schwirdigkei ten der Materie =z.T. wesentlich geringer sipd, darf keine
lokale Entkopplung bei der Berechnung der Photonen- Ertweichwahrschein-

lichkeiten vorgenommen werden.

Line profile
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Abb.5: Theoretische Profile nach Castor{1570)
(1-€) ist der Streuanteil, B, ist die Planckfunktiomn,

I, ist die "corev=Irtensitat
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Ur detaillierte Aussager tber das Entstehungsgebiet von Emissioslinien
machen zu kdnren, hatten Willis et al. (1982) UV- Beobachtungsdaten be-
nutzt. Im UV zeigen sich bei WA= Sternen viele Emissionslinien von CHO-
Ionen mit besonders ausgepriagten P=- Cygni- Profilen. Es wurden die Ge-
schwindigkeiten an den Eanten der Absorptionskomponerten gegen die Ioni-
sationsspannungen der =zu den Linien gehdérenden Ionen aufgetragen. Bei
der meisten untersuchten KRk- Stermer =zeigte sich ein Anstieg der Ge-
schwindigkeiten mit zunehmender Ionisationsspannung. Allerdings war die-
ser Zusampenhang nor bei den Resomanzlinien der héchsten Ionen signifi-
kant. Willis warnt davor, diessn Verlauf als 1Indiz fGr einemn nach auBen
steigenden Temperaturverlauf zu rehmen. Die Zusamerhdange konnten ebenso
durch optische Dichteeffekte im Sternwind entstehen, die theoretisch

bisher allerdings noch nicht gerechnet werden konnten.
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Abb.6: EKorrelation zwischen Geschwindigkeit und Ionisationssparrurg

(Willis 1982)

Einen deutlicheren Trenrd erkennt man, wenn die Zentralgeschwindigkeit
der Absorptionskomponente gegen die Anregungssparnung des niedrigeren
Atomniveaus des betreffenden Linieniibergangs zugeordnet wird. Die geri:n-
gen Anregungsspannungen sind dabei an die sehr groBen Geschwindigkeiten
gekogppelt. Dieser Zusammerhang spiegelt eine Anderung der Anregungshe-
dingurgen in den WB- Sterrvinden wieder urd ist bei einer rach auBen mo-
noton ansteigenden Geschwindigkeit mit einer Abnahme der Teilchendichte
zil eTklaren (Willis 1982).

Eindeutigere Rickschliisse aus diesen Analysen auf die Sternwindstruk-
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tur sind wahrscheinlich erst daann mdglich, wenn auch die Resornatzlirien

im UV= Bereich unter 11503 ausgewertet werden kénmen.

T T T T T T T | T T T | L T T
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Abb.,7: Korrelation zwischen Geschwindigkeit und Anregungsspannuzng
(Willis 1982)

1. 5. Der Massenverlust

Der Massenverlust 1ist einerseits sicherlich einer der am genausten be-
stimmten Gr&B8er beli WR- Sterpen; andererseits gibt gerade er die grdsten
Ratsel aunf.

RAus den Liniendater im cptischen und U0V- Bereich kann durch die Kante
der blauverschobenen Absorptionskomporente bei P- Cygni- Profilen oder
aus der Breite der Emissionslinien auf die Exfpansionsgeschwirdigkeit derx
ausstrémenden Materie geschlossen werden. Man geht auch hier haufig von
Geschwindigkeitsgesetzen v(r) aus, die in der Theorie der strahlungsge-

triebenen Sternsinde lblich sipnd (Castor u. Lamers 1979), d4.ha.

v(r) = v (1 - B )P

B ist ein Parameter fiir die Steilheit des Geschwindigke itsanstieqes in
der Sternwindhille. Die Endgeschwindigkeit v _ kann dabei Werte vor 1000
km/sec bei WN- Stermen bis zu fast 3000 km/sec bei WC- Sternen annehmen.

Sird die Endgeschwindigkeiten des Windes v_, die Distanz zum Stern und
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die chemische Zusammensetzung bekanrt, so kann der Massenverlust relativ
gut aus Radiomessungen akgesch&tzt werden., Der Strahlungsexzess irp die-
sen Wellenlangenbereichen stammt von f£f- Strahlung in der duserer Fin-
dregion, in der bereits die Geschwindigkeit v_ erreicht ist. Verschie-
dene Radiomessungen ergaben Massenverlustratern i von einigen 1ﬂ“5 ¥ /YT
(forton u. ¥Wright 1978, Dickel et al. 1980). Auch im IR- Bereich kankn
die ff- Epission der ausstrémenden Materie zur #~ Bestimmung herangezo-
gen werden; allerdings stammt diese IR- Strahlung aus Getkieten., die we-
sentlich dichter sind, niaber am Stern liegen und die Endgeschwindigkeit
V. wahrscheinlich noch nicht erreichkt haben. Barlow et al. (1981) haben
fiir 21 WE- Sterre den Massenverlust aus IR- Daten abgeschatzt und erhal-
ten fir WC- - Sterne mittlere Herte von M = H.J-1ﬂL5 M /¥T urgd far WhE-
Sterne & = 2.7e10 " M_/¥T.

Die Massenverlustraten tei #WR- Sternen gehéren somit =zu der hochsten
bekannten Raten bei stellaren Chbijekten., Sie liegen mindestens einen Fak-
tor 10 nber den Verlustraten bei hellen 0- Sternen urd liefer sich bis-
ber nicht mit der Theorie der strahlungsgetriebenen Sternwinde (Castor,
Abbott u. Klein 1975) erklaren. Zum einer zeigen die Hassenverlustraten
keine Korrelation mit der Leuchtkraft der Stermne, Zum anderen liegt das
Verhaltnis von B zu der Verlustrate, die ein Kontinuumsstrahlungsdruck
mit Einfachstrenung maximal erzeugen kann, zwischen 10 und 50. Selbst
die Modelle mit Mehrfachstreuung scheinen diese Diskrepanz nicht beheben
zu k&énnen. Nachk Earlow et al.(1981) w3ren mindestens 40 Rackstreuunger
notwendig, um die Antriekbkskraft derart hoher Massenstrime zZu erZeudJen.
Die Theorie der strahlungsgetriebenen Winde w3re scheinbar nur darnc
plausibel, wenn die Leuchtkraft von WR- Stercer bisher stark un-
terschiatzt wurde und jenseits wor 11502 Strahlungsfliisse auftreten, die
Schwarzkdrpertenperaturen von iiber T100000F entsprechen,

1.6. Die Temperaturen-

Die Anregungstemperaturen lieger bei WR- Sternen je nach Spetraltyp zwi-
schen 50000 urd 120000 K (Van der Hucht et al. 1981). ©Sie sind somit
wesentlich grdger als die Farbtemperaturern, die aus dem KontinoumsfluB
abgeleitet werdern. Die Farbtemperaturen hécgen dabei erheblich ven der
Wellenlange ab, bei der =ie bestimmt werden. S5ie kdnnern im mahen IR kel
10000K liegen ucd im UV um bis zu eine Gréfenordrung arcsteigen.

Willis und Wilson (197f) haben fiir 9 %R- Sterne die Farbtemperatnren
aus dem KontinuumsFfluB im 0V~ Bereich zwischen 1350 und 2250 A abgelei-
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tet. Es wurden dazu Messungen des TD1-Satelliten verwendet, die auf in-
terstellare Extinktion kcecrrigiert wurden. Die Flusverteiluang wurde mit
klassischen planparallelen Modellatmospheren (Kurucz u. Peyiremann 1974)
und mit der Energieverteilung von Schwarzen Kérpern verglichen. Die an-
gepa ften Schwarz- EKérper—- Kurven hatten dabei Temperaturen um die
30000 K, die Kurucz' schen Modelle hatten mit etwa 25000 E etwas niedri-
gere Effektivtenmperaturen. Ein wesentlicher EinfluB von sphirisch symme-
trischen Modellen auf die Temperatur wurde vorn Rillis und Wilson ausge-
schlcssen, da solche Hodelle mit ihrem Temperaturverlauf angeblich zwi-
schen denen eines Schwarzem Koérpers urnd den Kurucz- Modellern liegen.
Augerdem wurden auch die Zanstra=- Temperaturen aus der Emissionslirnie
HeII 1640 abgeleitet, allerdings wmit dem modifizierten Verfahrer nach
¥iyamoto (1952), bei d=m auch die Photoionisation von 2. HeIIl- Kiveau
mit einbezogen wurde. Die korrigierter Zanstratemperaturer lieger eben-
falls bei etwa 30000 K, die unkorrigierten dagegen bei tber 70000 K. OUn-
derhill (1983) hat mit Hilfe von klassischen Kurucz- ¥odellatmopshdren
die Effektiviemperaturen von 10 WE- Stermer abgeschitzt und erhilt Werte
zwischen 25000 und 30000 E.

Diese Bestimmungsme thoden wurder von van der Hucht et al. (1979) -irn
Zweifel gezogen, Van der Bucht et al. analysierten UV- Beobachtungern vor
36 WR- Sterren mit Hilfe von Modellen vomn Cascsinelli und Hartmamn (19795)
und Hartmann und Cassinelli (1977). In beiden Modellen wurde versucht,
die Dichtestruktur bei WE- 3hnlichen Objekten arnzugeben. Im ersten Ho=-
dell wurde die geometrische Ausdehnung der kontinuumsbildender Schicht
co konstruiert, daB eir willkiirlich angenommenes Verhd&ltnis von Leucht-
kraft zu FMasse (letztendlich ein Wert fir den dort eingefGhrten "radia-
tion force multiplier") mit der Dichte- Struktur Gbersinstimmt. Hartmann
und Cassinelli (1977) haben dagegen in eirem halbempirischen Modell die
Dichtestruktur mit Hilfe eines Potenzgesetzes sSo parametrisiert, dag
auch der beobachtete IE~ Flug reproduziert werden konnte,

Van der Hucht et al. (1979) wergleichen diese Modelle mit 2 Non- ITE-
Modellatmosphiiren von Mihalas(1972) bei Pffektivtemperaturen von 50000 K
urnd 30000 K und mit Schwarzkirper- Kurven, Sie kommer dabei zuo dem Er-
gebnis, daf der theoretische KontinoumsfluB eines WR= Sterres nur seir
wenig durch die Effektivtemperatur und das (H/He)- Haufigkeitsverkaltnis
beeinfluft wird. Dagegen =cheint der Dichteverlauf ir der RAtmosphire uand
der Windregion sich maBgeblich auf die IR- Flusdverteilung auszuwirken.

Die Maodelle, die bei vwvan der Hucht et al., die beste Ubereipnstimmeng mit

den beobachteten UOV= Flissen zeigemn, haben e€ine Farbtempereatur von dber . .

50000 K und lisegep =omit deutlich tiber der von Willis und Wilson (1978)
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angegebener Temperaturen.
Von de Loore und Willis (1982) wurdern zur Erkl3rung der extremen Anre-
gurgs- und Ionisatioszustinde auch mégliche Abweichungern vom Strablungs-

gleichgewicht in den duBeren Atmospharernbereichen in Erwdgung gezoger.

1.7. Ausblick auf nsuec Modelle.

Von diesen Diskrepanzen ausgehend, erscheint es winschenswert zu sein.
Modellatmopshiren zu konstruieren, die allen wesentlichen Phirnomene bei
WE-‘Sternen Rechnung tragen: den besonderen Elementhdufigkeiten, den ex=-
tremen Anregungs- urnd Icnisationszustinden, den in den Linien beobachte-
ten Geschwindigkeitsfeldern und den beschriebenen Temperaturdiskrepan-
Z €Dl '

Die Geometrie sollte ir eirem solchen Fall wegen der starken 2usdeh-
~nung der Atmopshare sphdrisch sysmetrisch angesetzt werdem. Eventuell
k%nnte ein sph&risch symmetrischer Strahlungstransport den flachen Kon-
tinuumsverlauf im optischen und nahen UV- Spetralbereich teilweise
erklaren. Spharisch- symeetrische Modelle von Mihalas et-al. (1974) and
Kunasz et al. (1975) zeiger im ausgedehnter Fall und wunter Bericksich-
tigung von Non- LTE eire deutliche Abflachung des optischen und nakhen
UV- Kontinuunms im Vergleich zu planparallelen Modellen. Im ferren und
bislang unbeoktachteten 0V, jenseits der Lyman- Kante, sagen sie dagegen
einen erhdhten Flusd voraus. '

Gemif den Elementhaufigkeiten wire eine Non- LTE- Behandlung zuminde-
stens bei den Elementen Helium, Stickstoff und/ cder Kohleustoff vor Ee-
deuturg. Je nach Spetraltyp kénnte man auf einige Tonen verzichten, um
den aufwand fir die L&sung der statischen Gleichungen gering zu halten.
Fir die Wbergangssterne, d.h. die spiten WN- Sterne, wirdem die Tomnen
HI, HeI, HeII, NIII, NIV und NV wahrscheinlich ausreichen.

Far die Beproduktion der Emissionslinienprofile missern stark acstei-
gende Geschwindigkeitsfelder miteirnbezoger werder. Schliedlich mud auch
die Dichtestruktur besser modelliert werden; man hat hier die Wahl
zwischen der Bestimmung des Dichteverlaufs aus eirem vogegebenen Massern-
verlust und einem angenommenen Geschwindigkeitsgesetz oder der selbst-
konsistenten Ldsung der Hitllenstruktar unter Beriicksichtigung der wind-
treibenden Strahlungskraft, wie dies =z.B.. auch Weber (1982) versucht
hat. Diese Kopplung der hvdrodynamischen Struktur an den Strahlungs-

transport erscheint wegen des hohen Rechenaufwandes allerdings vorerst
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nicht realisierbar zu sein.

In den folgenden Kapiteln wird fiur die Konstruktion eines solchcn WR-

Modells eine mdgliche Methode zur Lésung des sph3risch symmetrischen

Strahlungstransportes diskutiert. Diese

Methode beriicksichtigt auch
gréfere Geschwindigkeitsfelder und

sollte spiter in der lage sein, so-
wohl den Kontiruumsflus als auch die Lirien zu reproduzieren.
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2e Der Strahlungstransport

2.1. Die strahlungstranspcrt-Gleichung in sphiri scher Symmetrie

Formuliert man den Strahlungstrarsport zundchst fir den planparallelen

und sonochromatischen Fall, so erhilt man die bekanpte Gleichung (1):

aIr
dr

p'-l ey ot

= =({k+0)el + Oe I dy + k=B (M

b =

Hierbei sind I=I(r,l,v) die Intensitiatern, r ist der Radius, p ist der
Kesinus des Mustrittswinkels gegenlber der Normalenrichtung der Strah-
lang, d.h. ¥ £ {=1,1}; k 1st der Bbsorpticnskoeffizient uand o der
Streuguerschnitt. Fir die optische Tiefe 1 gilt Gblicherweise dr=-wkdr.
Mit B wird die Planck- Funktion bezeichret; das Integral iiber Tedp kann
anch als mittlere Intercsit3t J aufgefasst werden. Fir Gleichumg (1} und
~auch fir alle folgenden Hberlegungen wird koharente und isotrope
Streuung angenomnker.

Fir den spharischen Fall mof die linke Seite der Gleichung (i) noch
durch einen weiterer Term erg3nzt werden. Er enthslt die Differentiation

nach V.

ar 1-u? 4z
He— + a8 — = = K + Jg)eI + o=J + keB {2}
dr r du

Verfahren zur crumerischen L&sung dieser Gleichung wurden beispiels-
weise von Kunasz u. Hummer (1973) cder von Peraiah u. Grant {1973y an-
gegeben. Kunasz u. Hummer verwvendetemn zur L3sung von Gleichung (2) eine
Methode mit vwariablem Eddingtonfaktor, wihrend Peraiahk u. Grart den Al-
gorithmus von Grant u. Huont (1968 u,.1969) mit dem Transmissjons- und Re-
flexionsoperatoren beniitzten. Beide Verfahrer wurden auch bei der Be-
rechonung von Sternatmosphiarenmodeller eingesetzt, etwa bei Mihalas u.
Hummer (1974) oder bei Wehrs (1981). Eirne fHlersicht @ber verschiedens
Verfahren zur Lésung der S£trahlungstransportgleichung findet man auch in
Kalkcfen (1984).
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2.2. Die_Strahlungstranspcrtgleichung im bewegten System

Linienentstehungsprobleme in Systemen mit groBen Geschwindigkeitsfel-
dern, wie sie etwa in expandierender Rtrnosphiren friher Sterne auftre-
ten, kénunen nur anter grosem rnumerischen Aufwand in den Gblichen "EBeo-
bachter- Koordinaten" geldst werden. Das liegt daran, dag die Emissi-
vitit und dis Opazitit aufgrund der verhiltnismiasig starken Dopplerver-
schiebung winkelabhingig werden. Das Streuintegral enthialt cur wichtige
Beitrige aus einem breiten Frequenzband, dessen Breite durch die Expan-
sionsgeschwindigkelt bestinmt wird. Das fihrt zu einer sehr schwierig zu
behandelnden Kopplung zwischen den Frequenzen and den Austrittswinkelr
der strahlung, In der %Fegel kdnner Systeme mit hohen Expansionsge-
schwindigkeiten im ruhenden System nur durch Benutzen einer sekr grofern
Zahkl von diskreten Winkel- und Frequenzstdtzstellen numerisch berechnet
werden.

Dagegen muf beim lokalen Lésen der Strahlungstransportgleichung im be-
‘wegten Koordinatensystem, d.h. im Lagrarge-System, lediglich die uvwmmit-
tel bare Ungeburg der Linienzentrumsfrequenz fir den Sireuterm berlck-
sichtigt werden. Die Opazit3dt und Enmissivitat der Materie sind isotrop.
Die Winkelintegration ist wieder von den Freguenzen entkoppelt, Aller-
dings muB dann die Transportgleichung reu formuliert werden. Bs treten
zusatzliche Terme auf, die die Behandlurg zum Teil erheblich erschweren
kénnen.

Im beweqgten System der Paterie lautet die Gleichung fiar den sphar-i-
schen Fall unter Eericksichtigung aller Terme der oOrdnung v/c (Castor
1972) und unter Vernachliassigung von Beschleunigungen der GrifBenordrnung
cev/r (Mihalas,1981):

v_daI T=p2 r dv _ 4dI dv _ dI
ut =1 — # {1 # uf{— - —e—)}} — = — {(1-p?)e— + p—3r_— =
RN SR s c ar ~ du (=u ar = av

i v dv
N = {x+ 3= Tey?ye— + y2 —— 111X 3
c{i Tl - u ar}} (3)
Die radiale Expansionsgeschwindigkeit der Materie ist wv=v(r):

n = 1d veIL) ucod ¥= ¥{v%r) sind die Emissivitdt und Opazitidt, c die
Lichtgeschwindigkeit.

Die unterstrichenen Terme in Gleichurg (3) werden im allgemeiren als
Advektions- "bzv. Aberrationsterce bezeichrpet., Mihalas et al. (1976) ha-
ben gezeigt, dag fir Sternwinde mit vyc € 0.01 diese Terme vernachlias-
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sigt werden k&énnen und lediglich der Dopplerverschiebungsterm mit der
Differentiati on nack der Freguenz berlicksichtigt werden mus. Die Glei-

chung (3} reduziert sich dann auf:

ar 1- p?az

e ¥ {(1-uh = Ehlr} ol l XeIl  {4)
L. + — N ——— - —_ -— [ . | - —— —| - ]
ar r du cC r 2 dr av

Bei der L&scrg dieser Gleichung werder die lokalen n und ¥, d.h. die
n und ¥ im bewegten System der Katerie vervendet. Die Intensitidt wird
jetzt patiirlick im bewegten Koordinatensystem geldst ucd mus zom Schlud

noch in das System des Becbachters zuricktransformiert werdern:
v
I (HeV) = (V/V)3 =T (1 av) {5)

1%ist die Intensit3dt im ruherden System des Beobachters, Vv, die unver-
schobene Fregquenz. ¥ wnd V transformierer sich wie folgt {Miha-
las,1978) :

M= (Wo* v/C)/ (1 +Uuyev/C) bzw. pp= (u=- v/C)/(1 - uevsc) ()
V=V, {1 ¢+ ¥,v/c) : " pzw. Vo= V{1 - uv/c) {7)

Ersetzt man in Gleichung (4 mn uand ¥ durch die entsprechenden
Ausdricke fir dern Quell- upd Streuterm und schreibt man fir liﬁf—1,1}
fortan v €{0,1} mit I*"= I{ +1) , dann erhdlt man:

- i
ar 1= p? azx
T e — +  — =
dr r du
+ 1 1 3 v v dv 4T
= K+ 0) I + Ce—e [I du + — 1=p3je— + Clm K B g
: J 2 =1 C VO T ¥ dr av {8

Die Gleichung (8) wurde won Mihalas et al. (1975 fir Linienentste-
hung sprobleme numerisch geldst. Grundlage war ein Feautrier- &hnliches
Schema, dap von N6rdlinger und Rybicki (1974) fur Strahlungstransport im
Lagrangesysten, aber £ir planparallele Geonetrie entwickelt wurde. Die
bendtigte Rechenzeit des Computer- Programms von Mihalas et al. nahm da-
bei linear mit der Apzahl der vervendeten Freqeunzpunkte zu. Eine andere
lLésunasmethode wurde won Peraiah (1980) als Weiterentwicklung seines
sphirischen Strahlungstransportes entwickelt und auf lLinjenprobleme an-

gewa ndt. _
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2.3. Das_Peraiah--Verfahren

Peraiah u. Grant {1973) entwickelter ein Verfahren, mit dem es méglich
ist, den sph&rischen Strahlungstransport zu lésen, Hierbei wird vor der
Gleichung {8) ausgegangen, fOr die eine Variablentransformation vorge-

ncEmen wird:
U:=84 g 2I : Bz:=471CB (9)

Gleichung (8) 1dRt sich dapn in folgendexr Form schreiben:

+
do d G + + 1 I o+ e
ipe— t —o— ( (1-u%) U) =~ '(x+0) U + -0 [U dp +KB (10)
dr r 4 - .
Gleichung (10) wird in einem 2- dimensionalen Gitter (rj.rQ*

(Hy »V;,q) diskretisiert, d.h. die Atmospharenschicht wird in Schalen ur-
Lterteilt. Die Differentiation mach dem Badius r bzw. . der optischsnm
Tiete T wird beim Peraiah- Verfahrer linearisiert., Die Differentiation

nach ¥ wird derart ge«&hlt, daf folgerde Bedingunger erfdéllt sind:

- — Bel der Bildumg der mittleren Intensitdten J wird die Integra-

tion moéglichst gut durch eine Summe approximierts

foap = W, = 1 (11)

Il
-
D
et
ok

i

— Die Integration filr den Strahlungsfliu8 wird méglichst gerau
durch eine Summe gendhert:

1 » u
SO pdp = T O w u mit B . = (12}
] = =

— Fdr den reinen Streufall muBd der Strahlungsflus F Gber die ge-

samte Schichtung erhalten bleiben: das heipt, s muB gelten:

afF

dr -

d

( (1-¥2)0) du = 0 (13)
ap

ey

Das Integral.ergibt "0® fur der Fall, da8 die gleichen Gewichte
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sowohl fir die Integration als auch for die Differertiation ver-
wendet werden und der diskrete Punkt H=1 im Stitzstellensatz
enthalten ist.

Diese Bedingurgen sind erfallt, wern far die Stitzstellen ¥; und die In-
tegrationsgewichte w; die Gauss- Legendre~ Integrationsformel verwerdet
wird und fiir die Differentiation einer beliebigen Funktion £ wnack H ge-
schrieben wird:

%
. Eiym &g mit ¥, = L (1%
i1/ Miv1s2 i+1/2 k=1 'k

af
dy

i

wobei WLQ:D und %Hﬂ sind und die fi+v,§us den f.l und fiﬂlinear irter-

poliert werden. Die Idsung der Gleichumg (10) fihrt dann zu einem hus-
druck der Form:

+ + + + +
t T U B
n+1 n n+0.5
= - + {15)
o r t U B
n n+1 _ n+0.5

Die GréBen U und U entsprechen den Intensitaten in positiver bzw. ne-
gativer Richtung; je nach Vorzeichenwahl wiren die o* die nach auBen ge-
richteten und die U die nach inrnen gerichteten Intensitdten.. U urd O
plissen hierbei keine skalaren Grdsen éein, scodern sollten vielmehr als
Vektoren aufgefaft werden, =o daB Gleichung (15) eine 2eN- dimersionale
Matrix- Gleichung darstellt:

t + +* + + T
= r ] L L 16
0 (0 IIH] a {uzl U {u31 u {ﬂH}} (16)

Die Gleichurng {15) kanr sc aufgefaBt werden, dag sich die Intensititen
U;+lzusammensetzen aus der Intensititen UZ aus der unteren Schicht, die
t' waren hierbei Transmissionskoeffiziernten, und aus den Intemsitdten U iy
aus der oberen Schicht, wobei die r* die Reflexionskoeffizienten wiren.

B* wire der Beitrag der intermen Straklungsquellen der Schicht. Das
Gleiche gilt analog fur die U . (Siehe BALbb.8)..
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Abb. 8: Zusammensetzung der austretenden Intensit&ten aus eiper Schicht

2.4. Probleme beim Perajabh— Verfahren

Physikalisch gesehen dirfen die Transmissions- und Reflexionskoeffi-
zienten in Gleichung (15) maximal 1 wurd nie negativ werden., Beim L&sen
der Gleichung (10) =zeigt =ich aber, daf aufgrund der Linearisierung nach
dem Radius r bzw., der optischen Tiefe T und der Diskretisierung der
Winkel y negative WHerte auftreten kénpen. Negative Werte infolge der Uu-
Diskretisierung treten nor im Fall sphirischer Symmetrie auf und machen
sich erst bei groger EKriimmung innerhalb einer Schicht mit vorgegebernzr
Dicke bemerkbar. Peraiah hat als Grenzdicke eine Bedingung
ryr » 1/1<const. aufgestellt, wobei Ar die Ausdehnung einmer Schicht ist
und Ar/r dann ein MaB fiir die Krlimmung dieser 2Atmosphirenschicht dar-
stellt.

Die negativen Faktoren bei der Lipearisierung pnach r© treten dagegen
prinzipiell auf und erfcrdern bei der Berechnung des Strahlungstranspeor=-
tes in einar Schicht die Verwendung einer kleinen Schichtdickeirr<ﬂtcrrg
Diese Einschr3nkurg ist aber verstardlich, da die halbimplizite Lineari-
sierung natlrlich nur £4r kleine AT gelten kann. .

Damit man mit dem Verfahren auch Atmosphirenmodelle mit gréferer Aus-
debhnung berechnen kapmn, wird in dern Fillen, in denen die Werte fir das

AT Oberschritten werden, die Schicht solange in Unterschichten un-

crit.
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terteilt, bis die Schrittweite in r und T hinreichend klein ist. Die
Trancsmissions~ und Reflexionsmatrix wird dann fir diese Unterschichtern
einzeln berechnet. Die Matrix for die eigentlich vorgegebene Schicht
kann man dann mit Hilfe eines Algorithaus, dem sogenantten Stern- Pro-
dukt aus den Hatrizen der Unterschaler sc zusammensetzen, daB der Fehler
minigal bleibt.

Eine weitere Schwierigkeit ergibt sich bei Berechrnung einer Schichtung
mit eipem nicht kornstanter Verlauf des therepischen Anteils der Quell-
funktion, d.h. B=B{T ). Da Peraiah die Planckfunktion B in den eirzelren
Schichten als konstant annimmt, kanon es bei groBen optischen Tiefen zu
grogen Peklern bei der Berechnung des Strahlungsflusses kommen. 2als Bei-
spiel seien hier BHRechnungen im plarparallelen PFall genannt, die mit
Testprogramnen von J.K3pper dorchgefithrt wurden. Es wurden 20 Schkichter
mit T=0.001 - 100 und B=7 gewdhlt. Ein Vergleich der Peraiah- Ergebnisse
mit den ©Hertern aus einem Feautrier- Programm ergeben iam Inneren der
Schichtung Abweichungen im Strahlungsflug bis zu eiper Grifenordnung vor
10 . Eire Verringerung dexr Schichtdicken, d.h. eine Erhshung der Anzahl
der Schizhten kann den Fehler zwar verkleirern, liefert aber trotzden

poch nicht die gewinschte Hbereiunstimmung (=siehe Abb.9 and 108).
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Abb. 9: Rechenvergleich Peraiah-Verfahren, Feautrierveriahren und
Matrixeponentialverfahren (MEV) fir den Strahlungsflus
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Abb.10: Rechenvergleich Peraiah-Verfahren, Feautrierverfahren und
MEV fir die relativen mittlerer Intensitaten
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3. Das Matrixexporentialverfahren (MEV)

3.1. Alternativen zum_Peraiah- Verfahrem

Das Proktlem der negativen Transnissions- und Reflexionsmatrizen in-
folge starker Kriimmong konnte durch Peraiah (1984) iz einer neuen Forou-
lierung des Strahlungstransportes beseitigt werden. Peraiah lineari-
sierte dabei die Ipternsitaten bach u und r und benutzte diesen Ansate,
um die Strahlungstranspcrtgleichung (10) umzuschreiben. Hit dieser
Methode bleibt die Invariatz der Internsititen auch bei extremer Kriomung
€rhalten.

Die Beschrinkungen des Feraiah- Verfahrens bei der Schichtdicke durch
Aht__;.kdnnen beseitigt werden, wenn statt der Linearisierung explizit mit
€inem Exponentialfunktionen- Ansatz gearbeitet wird. Dieser Gedanke ist
LGrundlage fir das Matrizexponentialverfahren (MEV), das von Kalkofen und
Wehrse 1198L) vorgeschlagen wurde. 2usgerdem 138t =sich in dem MEV die
Quellfunktion so darsiellen, dag der Flu8 auch in eimner dicken mit hoker
Genauigkeit reproduziert werden kann und 3hnliche Probleme wie beim Pe-
raiab- Verfahren vermieden werden konren. Durch geeignete Wahl der Dis-
kretisierung nach U 138t sich auch das Auftreten negativer Tracsmis-
sions- und Reflexjonsmatrizen vermeiden.

Allgemein betrachtet ist das MEV eine Methode zur quasiexakten Eerech-
nung von Systemen linearer Differentialgleichungen 1. Ordnung. Das MEV
last sich somit auch auf eire ganze BReihe von anderen physikalischen
Problemen effizient anvenden. Im folgenden Kapitel soll das Verfahren am
Beispiel des sStrahlungstransportes hergeleitet und erkl3rt werden. Die
fir den spharischen Fall notwendige u- Diskretisierung wird im folgenden
4. Abschnitt erklirt.

3.7. Der Rechenformalispus des MEY

Die Strahlungstransportgleichung 138t sich meistens auf folgende Form
braingen.

dI{ 7)

T = A(T)*I{t) +* B(1) {(17)

Far den Fall, dap die Intensitat I, ebensce wie die Koeffizienten 24 und
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B skalare Grogen sind, stellt Gleichung (17) eine lipeare Differential~-
gleickong erster Ordnung dar. Die Lésung lautet:

T
S B{x) dx - FA(x) &
e 0 e [}

I =

1+ J «B(y)dy ) (1)

L1}

Imn allgemeinen hidrgt I aber mnoch von zusdtzlichenm Variablern ab, zZ.E.
von einer Winkel oder der Frequenz. Wir nehmen im folgenden an, das I
ein Vektor ist, dessen Kcemponenten beispielsweise e€inzelnen diskreter
Winkelwerten zugeordnet =sipd {siehe auch Gleichung 16)._. p ist dabei

gblicherweise der Kosinus des Winkels zwischen Strahlrichtung und ¥orma-

lenrichtiung.
+ -
I = I 'I E= I .rI F— rI"' r-nlr-rI" 19
( i i] ( iut} [1§]r {uﬂ{z} ( u1l ( “H/E}} (19)

Die I{-¥) sind hierbei die Intensititen der einfallenden Strahlung.
Gleichung. (17) wird Jjetzt zu einer Vektorgleichung mit der N z N - Ha-
trix A und dem Vektor B = {b{,bl}. S5ie ist ein System linearer Differen-

tialgleichungen. Pie Theorie<ier ©Oifferentialgleichunger —weigt (siehke
Arnol*'d 1980), daB sich die Matrixgleichung (17) weitgehend analog zur
skalaren Gleichung behandeln 1list; die Matrix A wird als linearer Opera-
tor A: EN5-> F' aufgefagt, der jetzt beispielsweise auch einen Differen-
tialoperator nach p oder die Gewichte der p=- Integration fir den Streu-
term enthalten kann., Ebenso wie im skalaren Fall 1&st sich auch im RN
ein Exponentialoperator e® als Potenzreihe definieren, der iiber die

gleichen Konvergenzeigenschaften verfigt:

A 1 .n
& = ‘f e} (20}
n=0 n!
x+y) & 2 H
Es gilt: e{ 1) = ex - ef {21}
A+ B i )
aber i.a.: ! z # e le g2 {22)

Wegen der Ungleichheit (22), die sich mit Hilfe des FReihenansatzes
zeiger 1lapt, gilt die Differentiation

da E(T) dﬁ'{-r}.e;'n]: E-.E‘a{r;

dTt dT

par dann, wenn i und A'vertauschen, d.h. wenn der Kommutator verschwin-
det:
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2 = 0 (23)

Wenn Gleichung (23) erfidllt ist, kdnnen wir die Lésung (18) eberfalls
vom skalaren auf der n- dimensionaler Fall f#bertragen. Der Einfachheit
halber nehmen wir an, daf im folgenden die Matrix A4 urnabhdngig von
ist:; Gleichung (23} ist dann erfiillt.

ar( t)

K = HeI(T) + B(T) (24)

DPie Lésung lautet:

—~— !

I(T) = € e@ () + Ee"afntsj as ) (25)

Um den Exponerntialoperator der Matrix A zu berechnen, nutzen wir aaus,
dag der Exporentialoperatcr einer Diagonalmatrix eire Matrix ergibt, in
der die EPExponentialfunktion auf die Diagonalelemente angewendet wird.
Wir mGssen deshbalb die Matrix A in einer geeigneten Basis darstellez, ir
der sie diagomal wird. Diese Diagonalisierung ist mit der Lésurg des

Eigenwert- Problems idertisch:
Lev = ley (26)
Die Matrix i besitzt die Figenwerte 1 und die Bigenvektoren v urd 1&gt
sich darstellen als

- =1
A = Tel+T (27

1 ist hierbei eine Diagonalmatrix, die die Eigenwerte 1 enth3lt, T ist
die wmodale Matrix mit den Eigenvektoren als Spaltenvektoren. Wir setzen
dabei voraus, daB die Eigenwerte paarweise verschieder sind., FUr Funk-
tionen f{f}. die sich als rationale Funktionen oder Reihen darstellen
lasser, gilt allgemein die Beziehung:

-1
£(E) = T «f(L) T

Entsprechend Gleichung (20) kann deshalb for der Exponerntialoperator

folgendes geschrieben werden:
-1
= = TeL?eT (28)

L' enthilt die Werte lT =
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it

I = { A = (eils ) {29)

) &,
T 49 ij
Da die Strahlungstransportgleichung in der Regel syametrisch beziglich
der einfallenden und austretenden Strahlung i=t, empfiehlt es sich, ent-

sprechend Gleichung (19) auch die Matrizen in (28} aufzuspalten:

- +
AT u v A B lT ] a b
e = T T == & - - {3 u-}
v, X C D 0 11 d
T L" T

¢ A : -1 ; T
Die Untermatrizenm in T, L' wund T haben hierbei die Grége H/2 x N/2.
Der Rusdruck (30) fur den Bxporentialoperator kann mnan ir die Lé&sung

{(25) eingesetzt werden. Wir erhalten dann:

%+ + +
I{(1]) qr vT I (D) 5 u_s 7_5 b
- " ¢ . ds ¢ (31)
I {11 W Xt I {0 o w X b
1 2 E g =5 =5
oder kirzer:
+ + +
I {T ) a v I (0) L (1)
= . + (21Y)
T ) ¥ X I (0 L (1)

+ -
Die GrésBen L~ sollern jetzt aunch die Irtegrale enthalter. FGr die EBe-
rechnung des Strahlungstransportes in einer Schicht interessieren als
Lésung allerdings die Intensitaten I* an der stelle 1=0 bzw. I act dsr
Stelle T ; dageger sind I (0) und I+['f} vorgegebene Randbedingungen:
+

+
2 S = I (0 : I =TI (T 32
il (0) 3 2 (T} (32)

Es ist also érfor&&rlich, folgende Gleichung zu l&sen:

I-I- 0 t-l'- + I-l- +

T
_{ ) o _ r_ . (T} " A (33)
I {1t) r t Iy g

+ +
Die Matrizen t  und © kdnnen, wie =chon in Kapitel 2.3. gezeigt wur-

de, physikalisch als "Iransmissions- und Reflexiorskoeffizienten" der
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durch die Schicht tretenden Strahlung interpretiert werdemn.

Rus Gleichung (31%') erhalten wir in Komponentenschreibweise:

+ + +
I (1) = uel (0) + veIT (0) # L (T} (34}
bc bc
+
I (1) = weoI [0) + xI (D) + L7(7 )
bc
Daraus folgt:
I (0) it "l @ Lt e 35
=1n * T - it} = a =
( " u hc{ (T ) (33)

- — —

-1 + +
- - - aye - - eI {7
w {a Ihc{ T) u =v Ihc{ﬁ] ua =L (T)) +x Ihc{ﬂ] + L7(' )

I(rt)

Gleichung (35) kann nun wieder in der Form {33) geschrieben werden:

|+ “1 -1 * 1 =
E {1)] u -u eV I (T} -u oL {T)
be
= + (36}
= -1 -1 _ .
I (1) wen I-wWel =V I;ctﬂ} i LT (t)-weu =L {1 )

Koeffiz ientenvergleich ergibt die Ausdriicke fir die Transmissiomns- und

Eeflexionsmatrizen:

t+ =1 + =1 + -TL+ .
= ua T = =0 =¥ = =1 =
B (t) (37)
- -1 & -1 - = -1
T = X=weQ ev r = wWen B =L {T)—-wea L (T )

Die Matrizen m,v,% und x lassen sich wmit Hilfe der modalen Matrix und
der Exponentialfunktion der Bigenwerte der Matrix A einfach darstellen.
Fir die Matrizen T, fd gnd LY worden hierbei die Schreibweise aus Glei-

chung (30} vervendet:

ua = A h+a + B l—c
v =2 1:1} + B 1:& (38)
w=C3j)a + D Ac
x=CAb ¢ D Xa

Theoretisch redaziert sich somit die Berechoung der Gleichung (33) auf
das L&sen des Eigenwertproblems (26) und die Bestimmung der Integrale irn
den Grépen in {t). Praktisch tretien jedoch bei der Bestimmung der UGn-
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termatrizen in (38) numerische Schwierigkeiten auf. Die Diagonalmatrizern
A" und ) enthalten ja die Exponentialfunktionen eliT ._Da wir inp
der sStrahlungstransportgleichung beim Ubergang von der austretendern
Strahlung =zur einfallenden Strahlung einen Vorzeichenwechsel haben, er-
halten wir bei der L&sung von (26) in der Regel positive und negative
Eigenwerte 1, . ¥Wir ordnen die Eigenwerte so um, dag in Atodie positi-
ven und in * die negativen Werte enthalten sind. . Fir groBe optische
Tiefen T kann dann aber A so grof werden, daB es namerisch nickt mehr
darstellbar ist. AusSerdesm kann fdr grose Y die Konditionierurng der
Gleichung 26 schlecht werden und sich nachteilhaft auf die Rechenge-
nauigkeit auswirken. A" werhdlt sich dagegen gutartig fir groge urnd
kleine T ,

Diese numerische Schwierigkeit kann dadurch umgangen werdern, indem man
in Gleichung (38) die Werte X ersetzt durch T @it

+
AT =1 (39)

Die 6rége T ist dann identisch mit den Werten e 4% « wobei die li hier
positiv sicd, das heiBt, die GroBe ' ist numerisch darstellbar. Mit der
Beziebung (39} missern nun simtliche Ausdricke in (37) umgeformt werdern.

+ -1 + - =1
t = u = (A*a + B A g
-1 - = -
= (a ¢+« 'a BA ¢ Ta {40)
r = =-a ¥ ==-(R la + B lc) s[(A3ib + B } d4)
==-({a + T'Aa B ) c) ' 4 (AXx b+ B ) 4d)
=1 - =1 -1 -
==-({a + 'L Blc) +(b+ Ta B X 4 1)
- -1 4+ - &+ -
r = wuau = (C Aa + D Ac)e(B ra + B 1 c)

+ - -1 +
(C A + DAca ) ai(((darx +B rca ) a)

il

= (€ + D Ac a Fye(2 + B i-c a T ) (42

: + + + S— + -
t =% wu v=C Ab=~=-C 2a (A Aa+BXcy (AXxA b+ B )d)

# D Ad-D Ac (A% a+BXc) (AXb=+ B )a
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+ + + - e =
Sei p=Cib=-Chra(drla+Bic) (A 2b+BLJ
- - + = + —
und B=p Xd~-DXrc(ha+BAiAc) (A *2b+B2Xr Q)
Dann ist t- = 1 + B8
+ + ----1 + -
p =CX (b~ al(h Aa+BXc) (AADb+ 3B Ad)
+ + R + - =1
=C)) {(1- (2 X +B2Aca ) (A +B 2dab )) b
+ + - 1 -

- 1 + - -1 + - -1
=CX (AL #Bica ) (A XrA+BX ca -A A-BAidb )b

- —1 — =

-1
= C (& iFP + B lca 'y B2XA icab - 4d)

= | - -

=C(rA+B rca TI'y BX (ca b= a)

- - + - =7 + -
8 =D 2d-D Ac (AAa+Bic) (A Ab+BXA4

- - -1 = =1 =1+ -1 -
=DpDXd-DXec @+ TR B A& C) 't a2 » (b+T a B2X d4)
e 1 -

- i - -
=p)A (d-c (a+ TA B Ac) (b+ T A 1B Ao d))

- -] .= -

- - __1
t =c(h+BAxca I'y BA (ca b-4a +

- - = - -
DA (d-c(a+TRA B Ac) (hirﬂ1ﬁld}} (%3)

Jetzt miissen noch die Integralauw.driicke in L und in 1L~ formuliert wer-
den. Aus Gleichurg (31) ergibt sich

L+ h+
G it T ek s (s)
= =] I e ds {44y
L (7T) g b (5}

Die Quellfunktion B(T) wird nun in Gleichung {45) als Produkt eires Po-
iynoms P{ 1) vom Grad m und eines Vektors mit der Komporerten p urd g
fiir die beiden unterschiedlichen Strahlungsrichtungen dargestellt. Durch
diesen Polyromarsatz, der die Quellfunktion meistens ausreicherd genano
approximiert, kaan das Integral gelést werden. Der Exponertialoperator
wird dabei in gewohnter Weise durch Gleichung (30) ersetzt.

+
b (1) P
Bfe 3 = = P(T) (45)
b (T) q
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Es folgt:
+ +
L (1) A B 2 0 a b A4 B r 0 a b P
T T S
- - s f ; [P ds (46)
L (T) c pjfjo A |le dal|c pf o |0 —_ c d q
- V- F 15

Da die GréBen [; bzw. 1,3° nichts anderes als Exponentialfunkt ioner

sind, k&énpen wir zur Aufldsung des Integrals folgende Beziehung ausrut-
zen:

n k) L
T 1-s e k P (s}
f€ eP(s} ds = L W e (47
Q 1 k=0 1
0
m k
) : k P{ j{s}
Sei 0(s) == I f=1) & — (LE)
k+1
k=0
T 1 s 1s % 1t
Dacn folgt: Jf e P(s) ds = e  sQ(t) =e *0(T) = Q(0) (49)
0 o

Im fclgenden soll ¢  sich auf die Rigenverte der Funktion I beziehen,
deh. auf die positiven A

Eigepwerte von A, allerdings mit negativem Vor-

+
zeichen, wihrend sich Q auf die Eigenwerte von 1/) " bezieht, also auf

die negativen Eigenwerte von A, aber mit positivem Vorzeichen. Darn

gilt:
0 r o 0 "o
; "s 1 | 2(s) ds 1 " + A (50}
z = 4 - +
) R i
5 - 0 - 0 O 0 4]
S
+ + - -
L (4 _ B B Ao} 1] T 0 QT ] Q Q a b 1}
- = 1 + ° + :
L (1) c D|Il0O 13 0 = 0 Q 0 ) c d| |[g
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- + - + - %
A{Q-;gruollap*hq!+BIQT-1TQ01{cp+dq1
= (31)
- + - + - 4
CQr = % Q) (ap+ by * DO =%, 0) (cp+adg

Q o

Die Gleichung (51) karp nun zuor Berechnung von B° und &~ verwendet wer-
den. Dabei midssen ebenfalls die %% duorch die T ersetzt werden,

+ -1 + + o
B =-u L(1) ==(h %a+Blic s

(8 (@ = 203 (@p+bgqg) +B (0 -~ 20) (cp + dq))

T O o
- -

= =(a + Ta 1E A ) -

- el “1 -
((re. -Q)(ap+ba + ra Blo; - A0)icp+aaq) (52

s = +
B Sk {x]) mww L ) =

C{@= AQ) {ap+bgq)+D(Q - 20) (cp+adg) -
o 0 ¥

+ - + u._"l
(CAa+D Ac) (B Za + B 2 ¢ -

- £ - + - 4
{E[Q*RQ}{ﬁP*EQI*H{Q""?LQ}'[CP*&‘HIJ
o T o T

i + - + - =] + - +
Sel @:=(D ~(C *a +D Ac)(h % a+ B Ac) BHQT--’A QGHEP + dqg)

=(d-(C+Dlca T)I(A+Blrca ) B e

+ - ¥
(Q_ - 20) (cp+ dgq)
T o

- + =
{C-{C?-.*ai-ﬂlcj (A2 a+ B X c) 4 Q0 (a p + b q)
T

= -

- =1 PO—
(C-(C+Dica Tr)(2 +#B 3c a ') A]QT{apl-hq]

<=
Iﬁ

i

=1 - -1 - -1
{(C (1 +2 B) c a 'Y= ({C*+*+DXca T)) e

L L -

- i
{1 + 2 BX ¢ a r) QT{ap¢hq}

e e o ——

R TN ——_——

e . S e, . iy e S, e P
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- - =1 -1 - =-1_ -1 -
(CA B-D} Aca {1+ 12 Bhrhca T) Q_ f(ap+bag

n

2. _ + - + o -1 l+ -
P z= (C (C »a+DA c)(td La+ B c) &) 0 (ap+ b q)
o

o = e =1 + -
= (C~(C+DXca I')y(a+Blrca T} i (ap+baq)
o

-1 - =1 - =
= (C {1+ 2 B rca I} - (C+D Aca T})) »

- =1 =1 4 =

_'1 =
(1+A2 B rca T} »0 {ap+baq
o

-1 - -1 -1 .= =1_ -1+ -
=(CA B-D *ca I' 1+ 2 B ca T) Agogap+hg}

- - = -

+ -1 - - + =
= (ChR B-D 3ca (L+212 B lca ) X Qn {ap+Dbq)

- - 1 - =1=1 =

={CAF1,E|-D] lca{1+F-L_Blca} 0 {(ap+bqg)
o

g = 0 + P+ g

-1 - 1 -1 = =1
(Ca B-D *ca (T{(i1+a2 BAca T} g _-

1l

1 - 1 ==
(t+ 't B Aca )} Q) (ap+bagqg +
o

(C=-(C+ D »c a_'1 I'Y{(A + B A e a-‘i Ty 1E}{Q:— l-::!::l (cp + dg) (53)
Damit sind in den GrégBen t, r'y + , r o B' wwd B santliche numerisch
kritische Grégen entfernt.  Die Gleichung (33) 188t sich =omit auck ru-
merisch berechnen bei einer gegebenen Matrix A..  Fiur eirige Anwen-
dungsfille empficehlt sich ein etwas anderer Ansatz fir die Quellfunk-
tion. Beispielsweise kdnnen bei der Lésung der Strahlungstransportglei-
chuong noch =zZusitzliche guellihnliche Sammanden auftreten, etwa bei der
Formulierung des Strahlungstransport- Problems im Lagrange- Koordinatern-
systen (siehe auvch Kapitel 2.2.). B wird dann folgerndermager angesstzt:

+
L ]
B(T} = 2 = : P(T ) + . (54)

b (1) q q*
5 -
Die Ableitung der Ausdricke fir P und B’ mit (54) verlaufen analog zum

angegehbenen Schema. Es treten danc zusitzliche Terme f£4r p* und g auf,
fiur die allerdings P{r )=1 gilt, .
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Ist die Strahlungstransportgleichung exakt symmetrisch Lbezfiglich der
Strahlungsrichtung, beispielsweise im planparallelen Fall, so sind die
positiven und negativen Eigenwerte dem Eetrag nach gleich, oder

Po= == = 3 (55)

Diese Beziehung gilt nicht fir wunsymmetrische Probleme, beispielsweise
bei geometrisch ausgedehpten Modellexn mit sphdrischer Symmetrie. Hier
muf streng zwischen d=n Werten [ und x_unterschieden werden. Unter he-
sonders extremen Zustanden kann es scgar vorkommen, dag die HMatrix A
ausschlieglich negative Eigenwverte besitzt. In diesem Fall funktioniert
die Substitution far 2" nur bis zu eirem bestimmter Wert im Exporenten,
der durch den Wertebereich der Rechemmaschine vorgegeben ist. Es emp-
fiehlt sich ir diesem Fall, aof die Sdbstitution ganz zu verzichten and
die Gleichung (33) mit den Ausdriicken (38) in ihrer urspriinglicher Form
zu berechnen.

In Kapitel 2.4. wird beschrieben, daB Peraiah die Planckfunktion in
der einzelnen Schichten als konstant annimmt. Interessant ist nun ein
Vergleich des MEY mit dem Peraiah- Verfahren. Dies 1ast sich beim HEY
dadurch simulieren, indem man entweder die Quellfunktion B=const. wiahlt
oder fiir das Polynom P{ 1) ir Gleichurg (45) nur den Koeffizienten 0-ter
Ordnung besetzt. Im letzteren Fall sipuliert man das gleiche Vorgehern
wie im Peraiah- -Verfahren, d.h. die Quellfunktion wird fGr jede Schicht
konstant angesetzt, Eine Vergleichsrechnong zwischem MEV und dem Pera-
iah~ Verfahren zeigt fir den planparallelen Fall gleiche Ergebrisse in
Strahlurgsflug und in den mittleren Intensitédten.

3.4. Das MEV bei richi- kcnstartem Verlauf der Quellfunktion

Die Abweichungen, die das Peraiah- Verfahren im Strahlungsflug und ir
den mittleren Intersititern im Vergleich zu dem Feautrier-~ Verfahren bei
nicht- konstanter Quellfurktion B=E{T ) zeigt, kdrnen im MEV vermieden
werden, indem man fiir P{ ) in Gleichung (85} auch Koeffizienten hiherer

Ordonung besetzt. Das heigft, bei der Integration dber die Quellfunktion
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wird die Quellfunktion in den einzelnen Schichten linear, guadratisch
0. 3. interpoliert. Fiir die Vergleichsrechnungen aus Kapitel 2.4. mit der
Quellfunktion B{ t)= 7 wurde fur das MEV eine lineare Interpolation
gewihlt. Da eine weitere Abhingigkeit vomn Variablen, wie etwa r oder
in diesem einfachen, planparallelen Fall nicht gegeben ist, kann man den
Strahlungstransport nach dem MEV aunch insgesamt in einer einzigen
Schicht exakt 1lésen. Sowchl beim Peraiah- Verfahren als auch beim Feaun-
trierverfahren ist dageger eine OUnterteilung der Schicht im bis zu S0
Unterschalen notwendig. Hier liegt ein groger Vorteil des MEV, da man in
vielen Anwerdungsf3llen mit wesentlich weniger Tiefen- oder BRadiusgit-
terpunkten auskommt. Die Genauigkeit ist in diesem Fall die gleiche wie
beim Feautrier-- Verfahrer. Zwecks Vergleichsmiglichkeit wurde jedoch
auch mit dem MEV eire Unterteilung in 20 Schichten gewdhlt. Die Ergeb-

nisse stimmen mit den Feautrier- Werter Gherein., Fir AT > 0 ndheren

crit™
sich auch die Ergebnisse aus dem Peraiah- Verfahren an die L&sunger des
MEV amn.

Wie in Kapitel 3.2. beschrieben kant im KEV die Quellfunktion auch als
Polyncm hdherern Grades ancesetzt werden. Die Genauigkeit der Ldsung veI-
bessert sich dabei. Als Beispiel sei hier der Fall B( T)=t? angefikrt.
Vieder wurde das ¥EV gegen das Feautrier- Verfahren getestet. Diesmal
ergaten sich allerdings in den Losungen Abweichungen, die sich nur ver-
ringern liesen, wenn man keim Feautrier- Verfahren die Anzahl der Scha-
len, d.h. der Tiefengitterpunkte,vergréferte. In Abb.11 sird die Ver-
gleichsrechnungen wmit dem Feautrier- Verfahren fir 20 und 80 Tiefer~-
punkte angegeben.
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Abb.11: Relativer FlusSurterschied beim Rechenvergleich Feauntrier-
verfahren und MEV fir BT )= 1%

4. Die Winkeldiskretisierung

Beim eparischen Strahlungstransport missen die diskreter Werte Y; und
die dazugehdrigen Integrationsgewichte w, so gewsdhlt werden, das die Be-
dingungen (11) = (13) aus Kapitel 2.3. erfallt sind. Trotzdem reichen
diese Forderungen =©wicht aus. Ino extremen Ausdehnungsfallen kann in der.
Sstrahlungstransportgleichung der Term der Winkeldiffererntiatior sehr
grof werden. Seine Grofe wird im wesentlichen durch den Faktor 1/(¥er)
bestimmt, den man als das Verh3ltnis von freier Regli3nge der Photonen zu
der geometrischen Ausdehnung interpretieren karn. K Fiir sehr grofe kerte
von 1/(¥r) kdunnen bei ungeeigreter Diskretisierung der Wirkel negative
Intensitiaten auftreten, d.h. die Invarianz der Internsitdten in eirem Va-

konm wmire nicht mehr erfiillt.
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4. 1.

die das MEV erfullen muB, ist, dag die Ele-
mente der Transmissions- und Refexionsmatrizen in Gleichung (15) nicht=-

darfer.

Eire wichtige Bedingung,

negativ und maximal 1 sein Rechnurgen, bel dener die Diskreti-

sierung und Differenziervng nach dem Winkel U 3Hquivalent zum Peraiah-

Verfabren formuliert wurden (siehe 2.3.), =zeigen im Falle spharischer
Geometrie bei
die

Das Stern- Produkt, wie es im herkémmlicher Peraiah- Verfakren an dieser

groBer Ausdehnung der Schichten negative Matrixelemente,

bei extremer Krimmurg sogar negative Intensititen erzeugen kénpel.

Stelle eingesetzt wurde, kann ticht ohne weiteres auf das MEV fibertragen

werden. Fine Anwendung des Stern~ Produktes wirde auBerdem den Vorteil
des MEV, relative dicke Schichten rechmen zu koénren, zunichte machen.
Deshalb muf versucht werden, die Diskretisierung nach den FWinkeln u so
zu wihlen, daB die Flemente der Matrizer positiv bleiben. Eine Bedingung
daftr 138t sich mit einigen Abschitzungen leicht herleiten. Dazu be-
"trachten wir die Gleichungen ({33) urd (31):
+ + + + 1
I (0) - t o . : o B 32)
I (1) 1t 1 (0) 8
+ G +
I (1) . I (0 L G1
I-[T} Iﬁtﬂl L

Beide Gleichungen missen so umgeformt werden, daf sich durch Foeffi=-

. . N - . a . + +
zientenvergleich eine Beziehung zwischern & ond den Matrizen t , T,

r
t herstellen 1list.
aus {(33):
e £ &I S g 5€
= L] L 4 - £
] bc{ T) r bc{ ) (>t)
— - + -— - -
I (t) =r=I (1) +#teI ({0) + g (27
bec bc .
ans (56} :
+ 4 - - + =1 + = + =1 %
I {(T) = (£} I () - () S ey - (t) B (58)




aus (58) und (57):
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- - + -1 + - + =1 #_ = - - + =1+ -
I(t) =T e(t) oI (0) - (re(t) r=+t)eI (0) -1 () B + 8 (59)

Daraus folgt:

Das Problem besteht
stark gekrimmte, d.h.
schen T iefen gerechmnet

ponentialfunktion nach

+ -1 +
(t) =(t) er
(60)

+ -1 +

- -1 - -
r =(t } t=-1xr «(1t ) LS

nur in der Aufldsung der Exponentialfunktion. Da
ausgedehnte Schichten meist nor bei kleirer opti-

werden, ist eine Taylorreihenentwicklung der Ex-

T gerechtfertigt. Dabei sollen nur Glieder 1.

Ordnung berfcksichtigt weiden:
At .
e = 1 ¢+ arT (61)
- o B
Sedi A == (62)
Y &
dann gilt:s
AT 1 #at Bt
[ =] o 63
YT i + &t ()
aus (63) urd (60) folgt dann in erster Naherucng:
+ =1
i+0QT = ()
8 £ et
T = = T
« (64)
YT = r© o(t )
- - =
1+8T = £ - re(t) s=r

Umformungen und Matrizxinversioner fiohren zu den Gleichunger (65):

+
t

+
r

e {1 + gt}

.:.1
== {1 + 1) = BT
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(65)

YT {1 + at)

H
It

+
n

1+ dt=- y1 (1 +crr]-1 BT

Fir die Formulierung von Ungleichungen besteht die Schwierigkeit jetzt

ganz offensichtlich ir dew Ausdruck (1 +aort ‘.I'"1 ¢ Jjedoch karn auch diessr

Tern wieder mit einer Taylorreike entwickelt werden:

-

(1 + a1) = 1 =0T (66}
Aus (65) folgts
+
t = j = Ot
+ 1 )
t >0 —_ a . < - und o <0 for i+j
ij ii = i3
4
Ll Sl 5 Ml v o U
+
r >0 .t >0 — R <0
i Sy
(67)
r* = yr (1 = at)
- +
T >0 .t >0 — Y >0
ij ij ij
t ©1406T - yr(1 -ar) 81
t. >0 ,t >0 > > < 5 L
: % F —_— I -, " - . - =z c mit J¥i
. &5 %35 45 4T ij #
Z2 -
& > ‘E-,'T""f_' E ®« o = T = 1 =2 ¢
ii ii il ii ii ii ii

mit c_ <0

Wern die Bedingungen (67) bei der Konstruktion der Matrix A erfallt
L * - + + - - L - ] - Ty
sind, werden die Matrizem t , r o, £, t nicht negativ. Die Matrix A nmuB

dann folgende Vorzeichenstruktur haber:
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TR 1 <0
o < 0
<0 X \
A o= 68)
" \\ >c (
3
>0 > c J
’C | i1
1} \
Es wird nur auch sofort verstandlich, warum die Diskretisierund, wie

cie von Peraiah vorgenommen wird, negative FKoeffizienten sowohl bei

seinem als auch beim MEV froduziert; die Differentiation nach dem ¥inkel

U, wie sie im spharischer Fall auftritt, hat die Struktur:

EE L& fj—,ﬁ_ f;|'+.5 (14
du 1 B g Hie s

Das fahrt aber dazu, daf die Bedingungen z.B. fiOr die Nebendiagonalen
in der Matrix A mnur fiar (i-1) nicht aber fiér (i+1) erfillt sind. Obwohl
(14) eigentlich die beste N&herung fir die Differentiation nach H ist,
erfillt =ie

Transmissionskoeffizienten und damit pach nicht- negativen Beitragen zur

nicht die Forderunq npach nicht negativen FHefexiors- urnd

Strahlungsintensitit.

4.2. Die Wirkelstitzstellen und Integrationsgewichte

(68) far die
koeffizienten 133t sich einfach erfiller, wenn

Die Bedingung positiver Transmissions=- und Reflektions=-

man statt der Gleichung

(18) einer links- btzw. rechtsseitigen Differenzenquotienter verwendet.

in der Stelle u=0 greifen die Differsmnzergquotienten in shnlicher Weise
Grant (1973} auf die andere

Der Differentialoperator wird dann folgendermagen geschrieben:

wie bei Peraiah . Vorzeichens=eite iber.

Hy 4

. .
d + - ul)el = (1] )=U
— ( (1= uHen) e AIZEASU & U, )80y
dau i 2e Uy
i=1
+ +
d + 1-12 jeu, = (1-p2_)e0,
= { (Ijer) 2 g (W 108, 7 O7Fd 2 (69)
H

i=2,8-1

Hy
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*

d ¥+ AESTRER R R

— ( (- uYs0) X . "N N

du . LRl

i=N

An den Stitzstellen bzi i=K wurde von dem e¢infachen Differenzenguo—
tienten abgewichen. Statt der Stitzstelle i=N wurde der Purnkt mit u =#1
zur Berechnung des Differenzenguotienten benatzti. Das flihrt dazu, das

bei einer Integration
im diskreten Fall die

Die numerischern Herte

des Differentialoperators nach Gleichung (13) auch
Faktor (1-u?)

der1ii miissen so gewihlt werden, daB auch die Sum-

Fandwerte dnrch den verschvinder.

mationsbedisgungen in den Gleichungen (11)= ({13) erfillt sind. 2us (13)
ergeben sich die Bedingungsgleichungen (70):
W W
izi —L = 2 — []
u u=1u
1 2 1
W, W
i=2,8-2 —31 - —il =9 {70)
Lol T Yu~H
w W
i=H — N=-1 - . S = 0
My~ M2 T =¥ya
Zusammen mit der Summationsbedingung (i1) ergibt sich:
i=1i LT L
i=2,8=1 LR T S I (77)
i=N vy = 1=y

Das Einsetzen von (71)
dratische Gleichung,
Es folgt als L3dsung:

in die Summationsformel (12)

ergibt eire gua-

die rach den Stiitzstellen pk aufgeldst werder karn.

o x L v
HH -1 N-1 =1
; i
i=i N=-1 U = ——e 11 (72)
i i+l i+
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bzw. = —=
My !

Mit den Gleichurngen (€9), (71 und (72) k&nnen fur eine beliebige An-
zahl von Winkelpunkten die Stitzstellen urd Gewichte so gewdhlt werden,
das

1. die Invarianz der Intensititer erhalten bleibt,

2., die Summation in Gleichurg (11) exakt erfuollt wird, was einer

genauen Berechnung der mittleren Intensitaten J entspricht,

3. die Summation in Gleichung (12) exakt erfallt wird, was einer
gepauen Berechnung des Strahlungsflusses F entspricht und

4. das Integral in Gleichung (13) erfallt ist, d4.h. das im reiren
Streufall die Strahlungsflugerhaltang erfillt ist.

In Tabelle 2 =ind die numerischen Werte der 1; und w; far 3, 5 ond 8
Stitzstellen angegeben. Man sieht, dap selbst fi4r H=8 der gréste Wert p
erst bei 0.73 liegt. Hier liegt eine gewisse Schwiche dieser Diskreti-
sierung, da map in einigen Anwendungsf3llen, z.B. bei einem starken Pe-
aking der Strahlung, p— Werte mnahe bei 1 benstigt, da in diese Richtung
die meiste Strahlummg akgegeben wird. Man kann dieses Preblem ratiirlich
durch eine Erhdhung von N umgehen, allerdings wirde sich das nachteil-
haft auf den Rechenzeitbedarf auswirker.
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Tab. 2: Die Winkelst@tzstellen und dazugehdriger Integrationsgewichte

e

By

Uy

W.
1

LR
1

o o= O N W R -

.2113248..
- 4226497. .
.6339745..

.2113248..

- 3660254, .

.1381966..
« 2763932, «
LU4222581..
- 5527864..
.6509830..

- 1381966..
"

.30%0169..

- 09234554,
-1849903. .
. 2770485,
«»3693980..
-~ U617475..
«5540970..
LE464466 ..
- 1387961..

. 0923495,.

n
n
n
n
n

«2612038..
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5. Diskussion

Die Entwicklung vor Modellatmosphiren fir Wolf- Rayet- Sterne wird in
Zukunft von groger Bedeutung sein, nicht =nur, um die beobachtetern Emis-
sionslinienspektren zu erkliren. Das Verstdndnis der WE- Atmospharen und
derern Windregionen ist eine wichtige Voraussetzung, die Lokalisierung
der ¥F- Sterne im Hertzsprung- Fusssell- Diagramm kinftig genauer festle-
gen zu kénnen. Umfassende WER- Modellatmospharen misten in der Lage sein,
genaue Effektivtemperaturer fir diese Stermnklasse anzugeben. Per Stand-
ort im HR- Diagramm ist dabei nicht nrur far das Verstdndnis der Stern-~
nentwicklung von Eedeutung. Da WE- Sterme zu den hellsten stellaren Ob-
jekter gehérer, kommt ihper bei extragalaktischen Beobachtungen eine
steigende Bedeutung zu.

Die Berechrnung der WR- Rtmosphiren- und Windstruktur setzt eine nume-
rische Hethode zur L&sung des Strahlopgstransportes voraus, die it
sphirischer Symmetrie fcoromuliert ist und grofe Massenstréme mit vertret-
barem Eechenaufwvand bericksichtigt. Das vorgestellte MHatrizexporential-
verfahren ([MEV) verfiigt iiber diese Eigenschaften. Das Randwertproblem
ist hierbei genausoc einfach zu l6sen wie bei dem Verfahren nach Peraiah.
Allerdings dbertrifft das MEV das Peraiah- Verfahren in der Geraunig-
keit, da die Tiefenabhdngigkeit in der Strahlungstransportgleichung ex-
ponenticll angesetzt wird; Peraiah linearisiert dagegen die Tieferabh&n-
gigkeit und ist somit an eire Tiefendiskretisierung mit kleiren Schritt-
veiten gebunden. Das MEV kann im Gegensatz zum Peralah- Verfahrer auch
Quellterme, die im -optisch dicker %edium stark anéteigen. guasi- exakt
kehandeln. Die mangelnde Invarianz der Intersitsten, wie sie gelegent-
lich beim Peraiah- Verfahrer aunftritt, kapnn beim MEY durch eine andere
Hahl der Winkeldiskretisierung vermieden werden. Das geht allerdings auf
Koster der ERechenzeit, da mehr Winkelstitzstellen bendtigt werdez, und
auf Kosten einer angemessenen Behandlung des Peaking- Effekts der aus-
tretenden Strahlung bei stark ausgedehnten Atmosphidren. Hier ist eine
weitere Suche pach geeigreten Winkeldiskretisierungen rotwendig.

Da der Rechencode des MEV hauptsichlich aus Matrixrechenoperationen
besteht, ist dJdas Verfahren besonders geeignet f@r Computer mit Vektor-
prozessoren (z.B. Cray I oder Cyber 205). Dadurch kénnte der Recheraaf-
wand bei der Berechmnung von Modellatmosphirer gering gehalten werder,
selbst wenn man im Hon- LTE- Fall viele Frequenzpunkte explizit bertck-

sichtigt. POr die Konstruktion eines geeignteten Hodellatmosphdrenpro-
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gramme ist im weiteren die Wahl der Atmosghirendichteschichtung, die
Beriicksichtiqung von bestimmten Ionermodellen und eine gut konvergie=
rende Iterationsmethode mit Temperaturkorrektur mnétig. Fir letzteres
ksonnte das Verfahren nach H5flich (1983), das sehr gute Konvergenzeigern-
scha ften =zeigt, angewendet werden. Die Vervollstdndigung der Ionenmo-
delle (siehe Anhang) kann sinnvollerweise erst in Zusanmenhang mit
weiteren, detaillierterern Eechnunger erfolgen.
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Anhang: Die Opazit&iten vor Stickstoff im Non-LTE

Fir die Wolf- Rayet; Modellatmosphiren werdenm Opazitidten bei zum Teil
extrenen Abweichungen vom lokalen thermodynamischen Gleichgewicht (LTE)
benstigt. Das liegt einerseits an den hohen Temperaturen und anderer-
seits an den relativ geringen Dichtern, die imn weiten EBereichen von WER-
Stercatmosphiren Zu ervarten sind., Dadurch kémnen bei atomaren Ubergsn-
gen die radiativen Prozesse die Kollisionsprozesse, die in Richtung
eines Gleichgewicktes wirker, um eir Mehrfaches ubertreffer.

Fir Wasserstoff und Helium 1liegen Atommodelle, die alle wesentlichern
therginge explizit bertcksichtigen, und entsprechende BRechenprogrammne,
die die statistischen Gleichungen und die Opazitaten berechren, bereits
aus der Arbeit von H&6flich(1983) vor. Fur den Wasserstoff werden Ener-
gieniveaus bis zur Hauptquantenzahl 8 mit insgesamt maximal 28 gebun-
den~gebunden (gg) Ubergirnger im Non- LTE bertcksichtigt. Beim Helium
sind es 15 HKNiveaz= his zur Hauptguantenzahl 5 mit irsgesant 46 gg-
bbergingen. Da bei der Linienverbreiterung die Dopplerverbreiterung auf-
grund der hohen Geschwindigkeitsfelder bei WR- Sterren bei weitem fGber-
wiegt, kénnen die weitere Verbreiterungsmechanismen, die in der Arbeit
von B&flich(1983) berficksichtigt werder, in erster N&herung verpachlis-
siqgt werder.

Die Ionen der isocelekitrcnischen CNO- Sequenzen werden im allgemeinen
bei der Konstruktion von HModellatmosphirern nuar fir das Spektrum, nicht
aber fir die Energiebilarz der Atmosphire beriicksichtigt, da sie nur
Spurenelemente sind und die Effektivtemperatur des Sternes sehr gros
sein muB, damit das Energiegleichgewicht erheblich beeinfluBt wird. Al-
lerdings liegen WE- Sterne gevau ir dem entsprechenden Temperaturbereich
und zeiger auperdem eine merkliche H#berhiufigkeit von Kohlenstoff und
Stickstoff (siehe S.9). Die CNO- Ionen miissen deshalb ebenfalls wie Was-
serstoff und Helium im Non=-1TE behandelt werden. Mihalas (1972) hat da-
rauf hingewiesen, daB eine vereinfachte Behandlung der Iomnen im LTE zu
Kdhlungseffekten und damit zu verfilschten Temperaturverliufen in den
suBeren Atmospharenbereichen fihren kann. Eine Vernachlissigung von CNO
fur die Energiebilarz fohrt ebenfalls zu falschen Ergebrnissen, insbeson-
dere bei der Kanten. Om den Rechenaufwand gering zu halten, benutzt Mi-
halas deshalb eir "mittleres" CNO- Atom, bestehend aus 5 Ionisationsstiu-
fen mit Jjeweils eirnem Wivean., Allerdings kann auch diese "1-Llevel-
Atom™= Niherung zu Ungeﬁauiqkeiten fohren, da eine Eicbeziehung hdherer
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Niveaus beispielsweise gréfere effektive Stosraten und damit eipe gerin-
gere Abweichung vom LTE ergeben kamnn.

Ein weiteres Beispiel fir die Notwerdigkeit, die CNO=- OpazitZten im
Non- LTE zu berdcksichtigen, ist Gegenstand einer Arbeit vor Mikalas und
Hummer({1973). Hier wurde versucht zu erklsren, warum es 0O- 5Sterne gibt,
bei denmen die NIII- Linie 3p°P%>3d°D bei 46402 in Emission erscheint,
wihrend die Linie 3s25->3p?p° bei 40992 in Absorption erscheint. Mihalas
urd Hummer konnten zeigen, daB eine dazu notwendige Besetzungsinversiorn
der entsprechender Emnergieniveaus unter anderem auch durch den Swing-
Mecharismus, d.h. der verstarkten Apregung infolge starker Koptinuuaps-
strahlung, oder aber durch Berticksichtigung von dielektronischer Rekom-
bination erkl&ért werden kanmn.

FGr die Berechnung von sogenannten Hbergangs- WH-Sternen werden Atom-
Modelle fir die Stickstoffionen N III, N IV und N Vv entworfen and ent-
sprechende Programme erstellt. Um den Rechenaufwand ndglichst gering zu
halten, ist es nicht méglich, genauso viele Niveaus urd Hbergange . zZu
beriicksichtigen, wie dies in vergleichbaren Linienentstehungsprogrammen
+{z.B. Simgon 1979) der Fall ist. Die Moltiplett- Aufspaltung wird prinzi-
piell verrachlassigt, ebenfalls detaillierte Mechanismen der Linienver-
breiterung. Rllerdings lassen sich die Programme bei Bedarf relativ ein-
fach erginzen urd erweitern. Fir die dielektronische Eekombimpation bei
N III werden die 2tomdater und der entsprechende Formalismus aus der Ar-
beit von Mihalas urd Hummer(1972) verwerdet. Mit neueren, kiirzlich pu-
blizierten Atomdater von Nussbaumer und Storey(1984) ist es jetzt aller-
dings auch bei anderen Icnen m&églich, die dielektronische Rekombination

mit einzubeziehen.

Die Atomdaten von W IIT, N IV und N ¥

In den abbildungen 12 bis 14 sind die Grotrian- Diagramme der VeIweDl=
deten Atommodelle aufgetragen. Die dazugehdrigen Energieniveaus und Li-
nien@bergénge sind in den Tabellen 3 bis 8 zusammengestellt. Dariiber
hinaus wurden weitere Energieniveaus nur noch zur Teilchenzahl- Erkal-
tung benutzt. Die Zustandssummen fir die Iomen werden aus Traving, Ba-
schek und Holweger (1966) verwendet. Die Pho%oiunisiationsguerschnitte
fir die einzelren Niveaus c=ind parametrisiert und durch die FKonstanten

G -8 und s gegeben. Es gilt:
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s
o(v) = Ge (y/v) = ( B+ (1-8)=( %fu ))

Die Photoionisationsquerschritte werden, soweit angegeben, von Mihalas
und Hummer(1972) @berncmmen; fir N V werden Rechnurngen von Hidalgo
(1968,1969) vervendet. FGr Niveaus, fir die es sonst keine Werte gibt,
wurden theoretische Querschnitte wvon Hofsdss (1979) verwendet. Die
StoRionisationraten fir die Grundniveaus der Jonen werden mit halbempi-
rischen Ndherungsformel nach Lotz{1968) berechnet(in 1ss) :

-11 0.5 2
C = 5,465« 10 N T 2.5C (13.6/E =[] o(FE (0O - haell /0 oF (T
1k e ¢ ¢ £ ‘IkI ) o J 1.[ ra] o 1 1{ 1”

mit U =0 + C und g=28 /kT
1 o o 1k

Die dazugehdérigen Parameter lauten:

td b [+
2 0
N III Z2p P 1.0 0.2 0.6
2 1
N IV 2s 3 242 0. 0.
pd
NV 2s S 1.1 0. 0.

Fir die Stofiorisation von hdéheren Niveaus wird die Dipol- Naherung
{(s. Baschek und Scholz 1982) verwendet:

c 1EERIETR B TR @ (9Yeg :
= 1.55e = o ® — & pyp{- —m8m8Mm8 —
ik e e’y E. P(

Fiir N III ist der Skalierungsfaktor §=0.2 wpd £Gr N IV und ¥ ¥V ist
g=0.3. Die StoBanregungsraten fir erlaubte Ubergange werden fir alle 3
Ionen nach Van Regemorter (1962) behandelt:

=11 0.5 2
o€, = 5,465=10 slf =T e {14.5f «(13.6/E ) )0 ecxp(-0 )= T {0 )
B B | : e ij 13 [e] ] o

pit (U ) = wmax( § , 0.276eexp(U ) E_(U ))
o o' 1 o
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wokei ﬁ_bestimmt wird durch die Art des Ubergangs:

g

-

g

0.7 wenpn @l -> nl?

1]

D.2 %enn nl -> n*'lt

Bei der Oszillatorenstarken wird auf Daten aus Mihalas u,. Humme T

{(1972), MNusshaumer et al. (1972,1979), Ganas (1980) und Wiese et al.
(1966) zurtuckgegriffen.
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Tab. 4: beriicksichtigte
g sind die Gewichte, [

lirieniiberginge des N IIIY,

die Oszillatorenstirken

i ij
Nr. Linie A A f
‘Jif‘é‘j ij{ ) i3
2 0 2 2
1 2p P - 2p D 0.6 9490. 98 0.104
2 2
2 - 2p s 3 760.01 0.085
2 2
3 - 2p P ( 685.71 0.417
2
il - 35 5 3 B52. 11 0.026
2
5 - 34 D 0.6 374.36 0.350
2 2 320
6 2p D = 2p D i 979.87 0.130
320
7 - 2p P ie 666 T772.91 0.072
2 2 32 ¢
8 2p s - 2p E 0. 333 1006.0 0. 100
2 2 320
9 Z2p P - 2p D 3.6 17504 0. 112
320
10 = 2p E i 1184.0 0.132
20
11 - 3p P i 1002.6 0.024
2 2 o
12 3s § = 3p P D333 4099.2 0. 632
320 2
13 2p P = 3d D 0.6 2T7T14.8 0.0002
2 0 2
i4 3p P - 34 D G.ﬁ_ n639.9 0.428

gueller: Mihalas u. Hummer(1973)
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Tab., 6: beriicksichtigte Liniertbergange des N I¥
Nr. Linie g,/q9. 2._(3}
i 73 ij ij
1 3o -6
1 2s s = 2p P 0. 111 {14 86.5) 1.410
10
2 - 2p P 0. 332 TES Y 0.57%9
o
3 - 3p P 0.333 247.2 0.313
3 o 2 3
g 2p P - 2P i 923.2 0,24
2 1 -5
5 - 2p D 1.8 (822.9) 1.88+10
2 1 -9
6 - 2p° S 9 (595.) 8.3e10
3
7 - 38 5 3 322.7 0.0416
=3
f = 3d D 0.6 283.5 D.583
10 23 -6
9 2p P - 2p 0.333 (2223.5) 2.8« 10
21
10 - 2P D 0.6 1718.5 D 189
21
11 - 2p 5 3 955.3 0.176
1
12 - 3= S 3 387.4 C.0189
1
i3 - 34 D 0.6 335%. 1 0. 648
3 30
14 3s & = 3p P 0. 333 3y80.8 pD.588
1 3o
15 3s 5 - 3p P 0.333 £383.0 0,238
1o 1
16 3p P - 3@ D 0.6 4057.8 0. 277
3 o 3
17 3p P = 34 D 0.6 T7117.0 0. 166

Quellern: Nussbaumer et

al.(1972,1979)
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Tab. B: beriicksichtigte Iinieniberqdnge des R ¥
Nr. Linie g, /9. :'t, (R) f.
- Ry | ij ij
2 20
1 s S5 - 2p P 0.333 1240.1 0.222 =
2 0
2 = 3p P 0.333 209.3 0,234 =*
20 2
3 2p P = 35 § 3 266,3 0.0322
2
4 = 3d D 0.6 247.7 0.658
2 20
5 3s S - 3p P 0.333 4608B.7 0. 395
2 o0 2
& 3p P - 3d D 0-6 15168.0 0.0544

Quellen: * Ganas (1980}

sonst Wiese et al. (1966)
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